Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2016_11 : Optimisation

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

B
On considére le cercle de centreA et de diametre
[RY avec RS=2. Pour tout pointM de [AS, on
trace la perpendiculaire ed a (AS qui coupe le 4 g
cerclel enBetC. R -

M
Existe-t-il une position du poinil pour laquelle
I'aire du triangleABC est maximale ?

i

B. Les réponses proposées par trois éléves de prema S
Eleve 1

On note x la longueur AM on BC =2 .X’en déduis I'aire du triangle ABC qui val;(txz—zxz x%. Donc

I'aire du triangle ABC est maximale lorsqueest le plus grand possible c'est-a-dire lorsquel quand le
point M esten S

Eleve 2
Le triangle AMB est rectangle en M donc d’aprés hBgbre AB?=AM?+MB?. Donc

MB2 = AM? - AB?> =x? -1. J'en déduis queMB=+/x>*-1. Je note f(x) I'aire cherchée, on a:

92

. J'ai tracé la courbe de la fonction sur ma edktrice mais cela n’a rien donné.

Eleve 3
_ AM.BC

O
Je noted = MAB et f(6) l'aire du triangle ABC. On af (8) = 5 = cososing

Comme-1<cosf<1 et-1<sinf<lona f(f)<2
Il existe donc bien une position du point M pouguelle I'aire du triangle ABC est maximale, cetieeavaut
2.

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Analysez la démarche de chaque éléve en mettantidéance ses réussites et ses erreurs éventuelles.

2. Présentez une correction de cet exercice tellergus I'exposeriez devant une classe de premiére S.

3. Proposez deux exercices sur le thapgmisationdont I'un au moins devra illustrer I'apport d’urgloiel
dans sa résolution.
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2. Eléments de correction

Voici un exercice classique d’optimisation issu @imaine de la géométrie. Cet exercice s’apparamte a
probléeme de maximisation de I'aire d'un losangetdemérimetre est fixé. On sait que parmi leshges de
périmétre donné, le carré est celui qui a la ptasde aire. On devrait retrouver en filigrane cltét ici.

On note que I'énoncé pose la question de I'exigtetion maximum et ne demande pas pour autant la
détermination de cet éventuel maximum.

Ce sujet se préte bien a la comparaison de deuxlisations différentes d’'une méme situation.

1. Analyse des travaux d’éléves.

Les trois éleves tentent de modéliser la situatiobaide d’une fonction. Les deux premiers éléves n
donnent pas une réponse correcte, tandis que lansépde I'éléve 3, certes incomplete, ouvre une
perspective intéressante.

Eleve 1 Eléeve 2 Eleve 3
Choix du
paramétre Longueur AM, | Longueur AM, ul
décrivant  la| explicitement. implicitement Angle 6 =MAB
situation
Intervalle
auque[ Non Non Non
appartient ce
paramétre
Raisonne strictement sur [a
figure de [I'énoncé dans o Corrects.
Calcul  ded laguelle le triangle AMB | Justification correcte  dU|gentifie queAM et MB sont
paramétres | parait étre rectangle isoce eﬁ?'ﬁgl degﬂaigna'sleerregglgﬁldes s fONCIONS
utiles L'hypothese . fausse ef?ectué_ trigonométriques dy
AM =MB est rajoutée aux paramétre choisi.
données.
Incorrecte, en raison de
Fonction | 'erreur de calcul (semble
" ncorrecte ., Correcte
objectif de plus considérer e

triangleAMB et nonABQ)

Majoration de la fonction
objectif (incorrecte : «um
Inutile compte tenu de laReprésentation graphiquamajorant d’'un produit est la
Traitement fonction objectif obtenue,inaboutie en raison desomme des majorants » selon
mathématique| conclusion cohérente avéderreur de signe lui.). Cherche a prouver
la fonction obtenue. rédhibitoire. 'existence d'un optimum
sans forcément le déterminer,
conformément & la consigne.

Proposer de  déterminer
Proposer de détermin syintervalle auquel appartient
, lintervalle auquel @ et étudier le signe des

appartienix et de vérifier le[ fonctions  trigonomeétriques
sur cet intervalle. Proposer
al
r

Utiliser une figure
dynamique pour faire voi
Remédiation | que I'hypothéseAM = MB

ne résiste pas a |asigne de x? - 1dans cef

déformation ensuite d’utiliser une formul

intervalle. trigonométrique pou
exprimer autrement l'aire.
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2. Une correction de I'exercice.
On s’appuie sur les productions des éléves 2 et@mparant les choix des parametres servant &elécr
situation. Préciser dans chaque cas l'intervalmécborné auquel appartient le parametre choisi.

On obtient deux fonctions objectifs :f (x)=xv1-x?> & étudier sur I’intervalle[o;l] ou bien
9(8)=sinfcosd a étudier sur l'intervalle

. 0,2
gjulia2016 2

On distingue la conjecture de I'existence d’un rmmingju _ et la détermination de ce maximum.

li
Le théoréme concernant une fonction continue suntenvalle fermé borné (utilisé implicitement pateve
3) n'est pas connu des éléves de premiére. |l pastinterdit de commenter intuitivement cetteadian :
les fonctionsf et g devraient certainement « atteindre leurs bornesis rfaute d’'un théoreme justifiant
formellement cette proprié‘gjécela reste du domaine de la conjecture (voir conaire).

On va donc étudier les variations des deux fonstion
L’étude def nécessite le recours a la dérivation alors que pétude deg, la formule trigopnométrique

a(8) s = SINGCOSO = %sinze permet de s'en passer.

L'aire du triangle est maximale lorsgd8Cest un triangle rectangle isocéle.

En conclusion, on insistera sur le choix du paranégécrivant la situation (au moins deux paramétres
possibles) et on décrira les différentes étapda démarche menant a I'optimisation que I'on retmqguel
que soit le parameétre choisi. Seul le traitemerthéraatique différe, la balance penchant ici séasibnt
pour le choixé.

3. Commentaires

C1. Le triangleABC apparait comme étant un demi losange, losangelelpérimétre serait fixe et égal a 4.
Le lecteur trouvera sans trop de peine dans de mambmanuels la maximisation de I'aire d'un losaage
périmétre constant. Cet exercice n’en est qu’uisevedantes.

C2. 1l peut étre intéressant de reprendre et compléteaisonnement de I'éleve 3, en montrant aux élede
fagon intuitive car on sort du cadre du programdiane part dans quelle mesure un encadrement de la
fonctionf répond a la question et d’autre part d’ou provieriait quef est une fonction bornée. En effet :

» La fonctionf est définie sur un segme[ai; b].

» Elle est continue sur ce segment.

Le théoréme de Weierstrass s’applique : I'imagefmar segmenl[a; b] est un segment, la fonctidrest
bornée et atteint ses bornes.

La continuité sur{o E} intervalle sur lequef est définie, des fonctions sinus et cosinus jestihe

réponse affirmative a la question posée. Autrerdiénde la fagcon dont I'énoncé est formulé (exisite...),
I'exercice est un coup de pied dans une porte tewé’est ladéterminationdu maximum qui pose
probleme.
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