Ecrit 2-2013 CAPES Mathématiques

Concours Général 2013, probleme 3
Eléments de réponse.

1.

[l faut un minimum de 16 lancers pour atteindredenbre 96 (en n’obtenant que des 6) et un dix-&eeti

lancer peut permettre alors d'atteindre 100, 101@iet de gagner la partie. La plus petite vadieur pour
1 1 16
laquelle p(n)>0 est 17 etp(17)25x(€j . La suite (p(n)) - étant clairement croissante (si on gagne

une réussite en au pluslancers,a fortiori on la gagne en au plus +1 lancers), les valeurs depour

lesquellesp(n) >0 sont toutes les valeurs entigre$7.
La suite(p(n))rﬂN* étant croissante et majorée par 1, elle est ocert@nt convergente.

Remarquons aussi que si une partie est en courseame lancer, la probabilité de gagner la partie@urs

en au plusn+ 17lancers est p(17). Si le n-ieme lancer ameéne a la cdgsel’'une des possibilités pour
gagner cette partie en au plust+ [ancers est en effet d'atteindre une case imnédiant supérieurela
de nimporte quelle séquence gagnante en 17 caupslp suivre cette séquence gagnante.

Considérons I'événeme# : « n'avoir gagné aucune partie en anhcers ».D’aprés la définition dp(l?):
p(A)=1-p(17). D'aprés la remarque précédentep(A,)<(1- p(17))* et de fagon plus générale :
p(A )< (- pl7))".

On en déduit que : p(17)=1-(1- p(17))' et que :lim(p(17))=1. La suite(p(n)) ;. converge vers 1.

2.1.

» La variable aléatoir&X prend la valeur 2 si et seulement si Sisyphe obtlenx as consécutifs ou

1\, 17
bien un 2 au premier lancerP(X =2)=| = | +==—
6 6 36

» La variable aléatoirX prend la valeur 3 si et seulement si Sisyphe obtiaras puis un 2 ou bien 3

au premier lancer P(X =3):é. Par conséquentP(X > 4):1—1—78 :%

» La variable aléatoireX prend la valeur 5 si et seulement si Sisyphe obtiane des séquences

suivantes { 13} ;(14 ;(41) ; (5) . En conséquence(X =5)=(1j3 + ZX(EJZ )
' A q 6 6) 6 216
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2.2.

Appelons « trajet » et désignons gat’'ensemble des cases par lesquelles passe Sisypheuas d’'une

réussite.
Considérons d'abord le cas des cases 1 a 6, queh8ipeut atteindre dés le premier lancer.

Nous avons vu ci-dessus les probabilités pour dgsypBe passe par les cases 2, 3 et 5 (et, puisgaent

des nombres premiers, s'y arréte).

Sisyphe passe par la case 1 si et seulement g&nblin 1 au premier IancerP(lDT):

CDlI—‘

Sisyphe passe par la case 4 si et seulement gigndbun 1 puis un 3 ou bien 4 au premier lancer :

2
P(4DT):(1) +1-7
6 6 36

Sisyphe passe par la case 6 si et seulementistiéinb un 1 puis un 5, ou bien un 4 puis un 2, iem i puis

2
3 puis 2 ou bien 6 au premier lanceP(60T)=2x p,1,1 499
6 62 6 216

Soit maintenank un entier vérifiant 7<k < 99Pour passer par la calseSisyphe doit d’abord passer par
'une des case{k—6,k—5,k—4,k—3,k—2,k—]} qui n'est pas un nombre premier puis obtenir le

complément adéquat, 6 5, 4, 3, 2 ou 1 selon le cas.

i=k—1
Ainsi : P(k DT):%( > Pi DT)J. Le trajet se termine dasi k est premier.

i=k—6, i non premier

. 1
Atitre d’ le :P(X =7)==(PU0OT)+P40T)+P(60OT))==| =+ — +— | ===
e dexemple ( ) 6(( )+ ( )+ ( )) 616 36 216) 1296

1(1 7 49} 127
+—+ =

Soit maintenank un entier vérifiant 100< k< 105Parmi les entiers 94, 95, ... 99, seul 97 est unhme
premier. Ce qui change par rapport a la situatigedaente, c’est que pour arriverlerSisyphe doit venir

d’'une cases 99. De plus, la réussite s'arrételen

i=k—6,i nonpremier i=k—6j £97

P(X=k)=P(kDT)=%{ fp(im)] ou bienP(X =k)= P(kOT)= [ ZP.DT]
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Obtention des valeurs exactes des probabilitéB(X = k) a l'aide d'une programmation sur Tl nSpire.

Le programmesisyph() va générer deux listest x.

La listet sera de dimension 105 et sera telle que pour tuigrek verifiant 1<k < 105: t[k]= P(kOT)

(probabilité pour que I'entidesoit sur le trajet de Sisyphe).

La liste x sera de dimension 31 et sera telle que pour tdigrdnpremiervérifiant 2<k< 97 (il y a 25

entiers de cette sorte) et pour les entiers 100, 10 105 :x[k] = P(X = k) (probabilité pour que la réussite

s’achéve ek).

La liste t est initialisée par ses six premier>

termes, calculés dans la questibh et la listex

est initialisée par ses trois premiers terme i

probabilités pour que la réussite s’achéve en

en 3 et en 5 respectivement.

sfsyph() Termine

i

[1 7 7 7 49 49 127 91 637 4459 22’

6 36" 36 36 216" 216 1206 1296 7776 46656 27¢

”

77 91453 14042077 69,
36’36 216° 1296 279936 1679616 362797056 217

[7 7 49 127 22141

silm(x) 1

p

sisyph

Define sisyph():

Prgm

Local Au,i
newList(lOS)—ﬂ
newList(Bl)ax

1 7 7 7 49 49

3-d

For k7,99

O—u

For 1, k—6,k—1

If 15Pr1me(r')=false Then|

i
—+u-u
6
EndIf

EndFor
-]

If iePrimelil=trie Then

10/30||
™

Pour k allant de 7 a 99, nous appliquons

relation de récurrence :
1 i=k—1
PkOT)== >P(ioT)|.

i=k-6, i non premier

Si l'entier k est un nombre premier, cett
probabilité est enregistrée dans la listeet

I'indice courantd de cette liste est incrément

sr'syph() Terminé

17 7 7 49 49 127 91 637 4459 23
63636 36 216 216 1206 1296° 7776’ 16656 27¢

X
77 49 127 22141 51483 14042077 69,
36'36' 216" 1296 279936 1679616 362797056 217

Tm(x) 1

s}

sisyph

10/30]

3-d

For k7,99

O—u

For 1, k—6,k—1

If isPrime(r'):false Then)|

i
—tu-—=u
6

EndIf

EndFor

u— f[}c]

If isPrime(k)=tme Then
dtl=d

{x]-d]

A
’_)I

-, EndIf
d’'une unité. EndFor
4/99 |For k100,105 ]
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Pourk allant de 100 a105, nous appliquons la
relation de récurrence :
1 99
P(X =k)=P(kOT) =5 > PioT) ol rormme 2] seyor TES
i=k—6,i nonpremier ; EndFor i
[liliﬁﬁﬂiﬂ uss 2z |01
Cett babilité t istrée d la bt 636" 36" 36 216" 216 1206 1296 7776 46656 27¢ ;ilfirgne(k):memen
ette probabilité est enregistrée dans la . Tl
o . . . [iiﬁﬂ 22141 91483 14042077 69, [EndIf
l'indice courantd de cette liste est INCréMENt( |3:3: 210 1295 279958 1579516 352797056 217 ter
! 1A sum(x) 1 Ooj L
d’une unité. = Fofik_s,??
If isPrimel|i/=false Then
A gauche de I'écran, le programrsesyph() a %ﬂw
4z 7 7 . . , EndIf
été exécuté et les listdset x affichées. Les endEor
r.'—»i[k]
probabilités que la réussite s’achéve en 2, 3, 5 fﬁ}bd[d}
11, 13 et 17 apparaissent a I'écran. | Y 1

Nous avons aussi calculé la somme des termes
de la listex. Le résultat 1 indique que cette liste

définit bien une distribution de probabilité.

I e e e e o e e —— T T

A1 sisyphl 0/30
* EndE i
[ 7 7 49 127 22141 91483 14042077 69599303 96538693C nazer

Nous pouvons des lors obtenir de deux faca e

If isPrime(k)=
d+l-d
{k]-x{d]
EndIf
EndFor

For k100,10
O-=u

For i, k6,99
If isPrime(i)z

3636 216° 1296 279936 1679616 362797056 2176782336 4701849845

différentes la probabilité que Sisyphe gagne

sum(x) 1

105

partie. Nous avons affiché ici volontairement I¢

valeurs exactes. Evidemment, le nomb

220165609187884971313923019058879317936462947421492115
638324153542299148846280854514738362441007133779155746816

rationnel affiché ne nous parle pas. Le mode

13
—+u—u
calculExact n'est pas le mode adapté a ce ger 6
EndIf
EndFor
uar[k}
d+l—d
{K]~d]
ndFor
ndPrgm o

de situation. Nous laissons le soin au lecteur

220165609187884971313923019058879317936462947421452115
638324153542299148846280854514738362441007133779155746816

changer ce mode.

]

699

E:
E:

3.1

D’aprés la définition d’une probabilité conditioriee:

_P((x=3)n(x>2))_P(x=3)_ P(X=3 : _ 7136 _ 7
a, = = = ,cequidonne o, =———=—
P(X >2) P(Xx>2) 1-P(X=2) 1-7/36 29
De méme a5 = P((X :5) 0 (X >3)) = P(X :5) = P(X =5) , ce qui donne :
P(X >3) P(Xx>3) 1-P(x=2)-P(X =3)
_ 49/216  _ 49
as= =
1-7/36-7/36 132
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P(X = p)

De fagon plus générale,[setp’ sont deux nombres premiers consecutifs,:= P(X>p)’
p

o P(x = p)
»"1-P(x=2)-..-P(X = p)

c'est-a-dire :

3.2.
G= X >97 ﬂ X > p pour tous les entiegsinférieurs ou égaux a 97.

p
Or: P((X >97) n (X >89)) = Py.ge(X >97)x P(X >89) = (1- agq)P(X >89) et de proche en proche :
P(G)=(1-age)x (1-ags)x..x(1-a3)x p(X >3) .

83 11

Compte tenu des résultats déja trouve$G) = (1 - agg)x (1 - agz)x...x (1- as5) ¥ ATE
Z

Il'y a 22 facteurs « en alpha » puisqu’il y a 22nhoes premiers de 5 a 89.

sisyphl) Terming (7| _Sisyph  10/30)
P [Define sisyphl)= &
{l,l,l,l,ﬁ,ﬁ,ﬁ,i,ﬂjﬁ, 22141 2141 91483 ols3 5245 2 igi';‘lmﬂ
626 3636 216 216 1206 1206 7776 46656 279936 279936 1679616’ 1679616 10077696 60 | eyt ist(105) ¢
x newList(31) - x
<1y , , . 7 7 49 127 22141 91485 14042077 69599803 9653869309 5717249600027 |1 7 7 7 <
4. Quant a I espel’al’lce mathemathu@@ee”e {35'36'216'1295'279935'1679615'362797056'2175782336'470184984576'3556158440052976'z 6 36 36 3¢ 2
sumly) L
S’obtient en faisant |e produit de Ia I|St&3t de 105 220165609187884971 31392301 9058879317936462947421492115 | |3
Z ({5 6383241535422991 48846 280854514738362441007133779155746816 | [For k7,99
o-u
la liste nn des nombres que Sisyphe pe[<® For s -1
31 22016560918788497131392301 505887931793646 2947421492115 | £ isPrimeli}=False
. . . . Z(X[k]) 63832415354229914884628085451473836244100713377916574es16 | || 111,y
atteindre. Ici aussi, nous avons affich - o
. {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,100,101,102, 103,104,105 } - pm | [F04FET
volontairement la valeur exacte. {2,3,5,7,ll,13,17J19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,7983,89,97,100 101,102,103,104,105} ;‘ij’lEf‘]mS(k)mS
sumlx: ) 65080627885090447857477 296328741337484459514561765442593547 | ||d41 4
7659889842507589786 15537026 4176860349292085605349868961792 | | ]+ {d]
End1f
‘ [EndFor
[For £100,105
0-u
8/99)rrr i k-f G0 “

G. Julia III




